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Limbah elektronik adalah peralatan elektronik yang telah rusak atau tidak dikehendaki lagi oleh 
penggunanya. Limbah ini bersifat racun karena komponennya mengandung bahan berbahaya salah 
satunya adalah timbal. Tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji model konsentrasi timbal, mencari 
titik ekuilibrium model konsentrasi timbal dan mencari kriteria kestabilan model matematika konsentrasi 
timbal dari limbah elektronik pada lingkungan hidup. Pembentukan model dimulai dari konsentrasi 
timbal di populasi manusia, konsentrasi timbal di organisme perairan, konsentrasi timbal di organisme 
darat, konsentrasi timbal di darat dan konsentrasi timbal di perairan. Berdasarkan model yang terbentuk 
diperoleh titik ekuilibrium, dan dari model tersebut selanjutnya mencari kriteria kestabilan model. 
Analisis kestabilan model dalam penelitian ini adalah stabil asimtotik pada saat konsentrasi timbal di 
populasi manusia memakan organisme darat lebih besar dari konsentrasi timbal pada organisme darat 
yang memangsa organisme air. Hal ini menunjukkan bahwa dalam jangka waktu 500 bulan lingkungan 
hidup masih terkontaminasi timbal dari limbah elektronik.   
 
Kata kunci: titik ekuilibrium, kestabilan, stabil asimtotik 
 
PENDAHULUAN 
Kebutuhan manusia dengan peralatan elektronik memberikan  peningkatan yang cukup signifikan 
terhadap jumlah peralatan elektronik misalnya televisi dan komputer. Peningkatan jumlah peralatan 
elektronik berbanding lurus dengan peningkatan jumlah limbah elektronik. Limbah elektronik adalah 
produk-produk dari peralatan elektronik yang sudah tidak dipakai lagi, dikarenakan rusak atau sudah 
ada penganti dengan versi yang lebih baru [1].  Limbah elektronik dapat dihasilkan oleh proses 
produksi, rumah tangga, kegiatan komersil, rumah sakit dan penyedia layanan kesehatan. Secara 
umum limbah elektronik mengandung 20% tembaga (Cu), 8% besi (Fe), 4% timah (Sn), 2% nikel 
(Ni), 2% timbal (Pb), 1% seng (Zn), 0,2% perak (Ag), 0,1% emas (Au), dan 0,005% palladium (Pa) 
[2]. Selain itu mengandung polipropilin, polietilen, poliester dan polikarbonat yang berasal dari 
komponen berbahan plastik. Penelitian ini  membahas salah satu zat berbahaya dari limbah elektronik 
yaitu timbal.  
Timbal merupakan bahan toksik murni, dan jika masuk ke dalam lingkungan hidup menimbulkan 
dampak negatif pada komponen-kompenen lingkungan hidup yaitu komponen biotik dan abiotik. 
Komponen biotik terdiri dari organisme di darat, organisme di perairan, dan manusia, serta komponen 
biotik yang terdiri dari habitat darat dan habitat perairan. Dampak negatif timbal pada manusia dapat 
menyebabkan kerusakan pada kinerja ginjal, bahkan kerusakan pada sistem saraf serta gangguan 
reproduksi. Dampak negatif timbal pada organisme di darat dan perairan adalah hilangnya 
keanekaragaman hayati, penurunan angka reproduksi pada tumbuhan dan hewan, dan juga dapat 
menyerang pada sistem syaraf vertebrata.  
Salah satu ilmu matematika yang dapat membantu mendeskripsikan fenomena dikehidupan nyata, 
yang dibentuk ke dalam fungsi atau persamaaan adalah model matematika. Penelitian ini 
merepresentasikan model dinamika konsentrasi dari  limbah elektronik  pada  lingkungan   hidup.
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Penelitian ini juga mencari kriteria kestabilan model dinamika konsentrasi timbal dari limbah 
elektronik pada lingkungan hidup di sekitar titik ekuilibrium, dan interpretasi model dinamika 
konsentrasi timbal dari limbah elektronik  pada lingkungan hidup dalam bentuk grafik. 
PEMBENTUKAN MODEL 
Proses pembentukan model konsentrasi timbal dari limbah elektronik pada lingkungan hidup 
terbagi menjadi lima bagian. Model pertama adalah konsentrasi timbal pada populasi manusia. Model 
kedua adalah konsentrasi timbal di organisme yang hidup di daratan. Model ketiga adalah konsentrasi 
timbal di organisme yang hidup di daratan. Model keempat adalah konsentrasi timbal pada habitat 
darat dan model kelima adalah konsentrasi timbal pada habitat perairan. 
 Proses pembentukan model konsentrasi timbal pada lingkungan hidup dapat dilihat dalam sebuah 
Gambar 1. 
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 Gambar 1 Diagram Proses Pembentukan Model Dinamika Konsentrasi Timbal 
 dari Limbah Elektronik pada Lingkungan Hidup 
 
Tahap awal proses dinamika konsentrasi timbal dari limbah elektronik pada lingkungan hidup 
dimulai dari masuknya timbal dalam bentuk limbah elektronik ke dalam habitat darat pada waktu 
ke t 1( ( )).g t  Konsentrasi timbal yang masuk ke habitat darat (ݔସ) menyebabkan habitat darat 
terkontaminasi oleh timbal. Ketika terjadinya hujan di habitat darat menyebabkan konsentrasi timbal 
mengalir dari habitat darat menuju habitat perairan (ܽଵ). Timbal yang ada di habitat darat diserap oleh 
organisme yang hidup di habitatnya (ܽଶ). Populasi manusia mendapatkan  timbal (ܽଷ) di habitat darat, 
misalnya dengan bersentuhan langsung dengan timbal, atau menghirup udara yang sudah 
terkontaminasi dengan timbal.  Masuknya timbal ke dalam bentuk limbah elektronik di dalam air pada 
waktu ke t ൫݃ଶ(ݐ)൯ menyebabkan keberadaan timbal di habitat   perairan (ݔହ). Ketika perairan 
terkontaminasi  dengan konsentrasi timbal  mengakibatkan  dampak buruk pada populasi manusia,  
organisme darat dan organisme di air. Populasi manusia terkontaminasi timbal ketika mengambil air 
yang sudah terkontaminasi timbal (ݎଵ),  Organisme yang hidup di habitat darat terkontaminasi dengan 
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Organisme yang hidup di habitat air (ݔଶ) terkontaminasi dengan timbal saat menyerap timbal dari 
habitatnya (ݎଶ)  diambil oleh populasi manusia ( ଵܾ). Organisme yang hidup di darat memangsa 
organisme air yang sudah terkontaminasi (ܾଷ). Organisme di habitat darat yang terkontaminasi (ݔଷ) 
diambil dalam populasi manusia (ܾଶ), sebagai bahan konsumsi. Proses terakhir adalah populasi 
manusia menyerap konsentrasi timbal dari berbagai sumber 1( ),x  di habitat darat, habitat perairan, 
organisme yang hidup di darat maupun air. 
 Berdasarkan Gambar 1 diperoleh model matematika dinamika konsentrasi timbal dari limbah 
elektronik sebagai berikut: 
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dimana 
1 2 3( ),b b     
2 1 2 3( ),a a a       
3 1 2 3( ),r r r       
1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , 0a a a b b b r r r   
 
PENENTUAN TITIK EKUILIBRIUM 
Titik ekuilibrium dari suatu sistem adalah titik tetap yang membuat sistem tidak mengalami 
perubahan sepanjang waktu [3]. Penelitian ini bertujuan mencari titik ekuilibrium pada sistem yang 
mengambarkan suatu keadaan dari jumlah konsentrasi timbal yang tetap dan tidak terpengaruh oleh 











= 0, dan ݀ݔ5
݀ݐ
= 0 sehingga Sistem (2) menjadi. 
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Jadi sistem titik ekulibrium  1 1 2 3 4 5, , , ,T x x x x x  adalah 
2 3 3 1 3 3 2 2 1 3 3 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 3 1
1 2 3
2 3 2 2 1 2 3 1 3 1 3 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 3 3 1
1 2 3 1 1 2 3
3 3 2 2 1 3 3 1 2 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( )
a b g t b r g t a b r g t r g t a r g t a b g t
b r g t a b r g t a g t r g t a r g t a b g t
b
b r g t a b r g t r
     
  
      
     
 
      


    

   2 2 1 2 1 1 2 3 3 1 3 3 2 2
1 1 2 3 1 1 2 3
( ) ( ) ( ) ( ),g t a r g t a b g t b r g t
b b
   




1 3 3 1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 1 1
1 1 2 3 2 2 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,a b r g t r g t a r g t g t g t a g t
b
   
     
   
 

                                               (3)                               
dimana  
2 3 3 1 3 3 2 2 1 3 3 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 3 1
1
1 2 3
2 3 2 2 1 2 3 1 3 1 3 1 1 1 2 2 1 1 1 1
1 2 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a b g t b r g t a b r g t r g t a r g t a b g tx
b r g t a b r g t a g t r g t a r g t
    
  
   
  
      
 





2 3 3 1 3 3 2 2 1 3 3 1 2 1 2 2 1 2 1 1
2
1 1 2 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b g t b r g t a b r g t r g t a r g tx
b
    
  




2 3 1 3 2 2 1 3 1
3
1 2 3















2 2 1 1
5
2 3
( ) ( )g t a g tx 
 
 
   
 
 
Titik ekuilibrium ini menunjukkan bahwa adanya lingkungan hidup yang terkontaminasi konsentrasi 
timbal dari limbah elektronik. 
 
KESTABILAN MODEL DISEKITAR TITIK EKUILIBRIUM 
Setelah mendapatkan titik ekuilibrium pada model langkah selanjutnya adalah menentukan 
kestabilan model di sekitar titik ekuilibrium. Analisis kestabilan merupakan kajian atas proses 
perkembangan suatu sistem yang dimodelkan menyimpang dari titik ekuilibrium yang dicapai. 
Analisis kestabilan diperoleh jika mendapatkan nilai eigen. nilai eigen didapat ketika Sistem (2) 
diubah dalam bentuk matriks A  yaitu: 
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Jadi persamaan karakteristik dari matriks A  adalah  1( ) b           1 2 3 ,         
sehingga nilai eigen dari matriks A   adalah 1 ,   2 1,b   3 1,  4 2 ,  5 3   karena 
nilai 1 2 3( ),b b    2 1 2 3( ),a a a     3 1 2 3( )r r r      sehingga menjadi 1 ,  
2 1,b   3 2 3( ),b b    4 1 2 3( ),a a a     5 1 2 3( ).r r r      Langkah selanjutnya adalah 
mencari kriteria  agar nilai eigen selalu bernilai negatif, sehingga diperoleh  teorema sebagai berikut: 
Teorema 1 Diberikan   Sistem   2  yang     berbentuk       matriks     sebagai berikut 
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dengan 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , 0.a a a b b b r r r   jika sistem di titik ekuilibrium 2 3 ,b b  maka matriks x
adalah stabil asimtotik [4]. 
Bukti. 
Matriks A  dari Sistem (2) adalah koefisien konstanta sehingga diperoleh 
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Jika A  adalah koefisien konstanta dari matriks dari ( ) ( )x A t x b t    dengan nilai eigen 
1 2, , , n   sehingga Re( ) 0i   untuk setiap 1, 2, , .i n   Didefinisikan ( )b t  kontinu untuk setiap 











 untuk setiap .t   Semua  nilai eigen 
bernilai negatif, dapat disimpulkan titik ekuilibrium pada sistem persamaan adalah stabil asimtotik 
(UAS), dan menuju ,t   yang mengakibatkan pengaruh dari suatu perubahan kecil cenderung 
tidak akan berpengaruh pada titik ekuilibrium konsentrasi timbal. Dapat disimpulkan sistem akan 
stabil jika memenuhi (ܾଶ > ܾଷ), yang berarti bahwa konsentrasi timbal yang diserap oleh populasi 
manusia karena memakan organisme di darat lebih besar  dari konsentrasi timbal yang diserap oleh 
organisme di darat karena memangsa organisme di air. 
 
CONTOH KASUS 
Suatu pabrik di kota X membuang limbah elektronik di kota tersebut, dari hasil pembuangan limbah 
diperoleh data sebagai berikut yaitu: konsentrasi timbal dari limbah elektronik yang masuk ke habitat 
darat sebesar 4 mg, ketika terjadi hujan timbal di habitat darat mengalir ke perairan sebanyak 0,4492 
mg, organisme di darat menyerap timbal di habitatnya  sebanyak 0,2256 mg, dan timbal dari habitat 
darat masuk ke dalam populasi manusia seberat 0,3341 mg. Konsentrasi timbal dari limbah elektronik 
yang masuk ke perairan sebanyak 2 mg. Perairan yang terkontaminasi masuk ke dalam populasi 
sebanyak 0,2351 mg, diserap oleh organisme di perairan sebanyak 0,1476 mg  dan diserap oleh 
organisme di darat seberat 0,5119 mg. Organisme darat menyerap timbal dari organisme air sebesar 
0,0091 mg.  Populasi manusia mengambil timbal di organisme darat sebanyak   0,0919   mg,  dan yang 
terakhir adalah populasi manusia menyerap zat berbahaya dari berbagai sumber sebanyak  0,1239 mg. 
Tentukan konsentrasi timbal pada populasi manusia, organisme darat, organisme air, habitat darat dan 
habitat perairan di kota X, dan bagaimana kondisi lingkungan hidup di kota X ke depan?. 
Penyelesaian 
Diketahui 
ܽଵ = 0,4492, ܽଶ = 0,2256, ܽଷ = 0,3341, ܾଵ = 0,0791, ܾଶ =   0,0919            
ܾଷ = 0,079,   ݎଵ = 0,2351, ݎଶ = 0,1476,   ݎଷ = 0,5119,   ଵ݃(ݐ) =  4     
݃ଶ(ݐ) = 2, ߚ =  0,1239,  1 = −(0,0919 − 0,079), 2 −(0,4492 + 0,2256 + 0,3341) 
3  = −(0,2351 + 0,1476 + 0,5119) 
Konsentrasi tersebut disubsitusikan ke dalam Sistem (2),  sehingga diperoleh: 
  





0,1239 0,0791 0,0919 0,3341 0, 2351
0,0791 0,0091 0,1476
0,0828 0, 2256 0,5119
1,0089 4
0, 4492 0,8946 2
dx x x x x x
dt
dx x x x
dt






      

   


    


   

   
                        (4)
  Pemodelan Dinamika Konsentrasi Timbal dari Limbah Elektronik ...                                                  109 
 
      
 
Langkah awal mengidentifikasi titik ekuilibrium adalah dengan menolkan ruas kanan pada Sistem 
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diperoleh titik ekuilibrium yaitu: 
                                        (48,4253,T   3,6374,  36,9315,  3,9647,  4,2264)                               (6)        
sehingga konsentrasi timbal pada populasi manusia adalah sebesar 48,4253 mg, konsentrasi timbal 
pada organisme di darat sebesar 36,9315 mg, konsentrasi timbal pada organisme perairan sebesar 
3,6374 mg, konsentrasi timbal timbal di habitat perairan sebesar 4, 2264 mg, dan konsentrasi timbal 
di habitat darat 3,9647 mg. 
Setelah mendapatkan titik ekuilibrium Sistem (4)  diuji kestabilan, dari Sistem (4)  dibentuk matriks 
sehingga diperoleh, 
1 2 3 4 5
2 3 5
1 3 4 5
4
4 5
0,1239 0,0791 0,0919 0,3341 0, 2351
0 0,0791 0,0091 0 0,1476
0 0 0,0828 0, 2256 0,5119
0 0 0 1,0089 0
0 0 0 0, 4492 0,8946
x x x x x
x x x









                                 
(7)  
Substitusikan titik ekuilibrium yang didapat ke dalam Matriks (7)  sehingga diperoleh 
1
5,5518 0,2877 3,3940 1,3246 0,9936
0 0, 2877 0,3360 0 0,6238
0 0 3,0579 0,8944 2,1634
0 0 0 3,9999 0
0 0 0 1,7809 3,7809
J
 






Nilai eigen dari matriks 1J  adalah 1 5,5518,    2 0, 2877,    3 3, 0578,   4 3,9999    
dan 5 3,7809.    Nilai 1 2 3 4, , ,     dan 5  memiliki nilai real negatif, sehingga menyebabkan 
sistem dengan titik ekuilibrium 11 21 31 41 51( , , , , )x x x x x  adalah stabil asimtotik. Akibatnya kondisi 
lingkungan hidup di kota X, masih terkontaminasi timbal dalam kurun waktu yang lama. Dinamika 
model matematika penyebaran konsentrasi timbal dapat dilihat pada Gambar 2.  
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Gambar 2 Grafik Dinamika Konsentrasi Timbal pada Lingkungan 
Hidup Terhadap Waktu 
Berdasarkan Gambar 2 dapat dilihat: 
1. Laju perubahan konsentrasi timbal di habitat darat konstan hingga menuju suatu titik dan stabil di  
titik tersebut sampai menuju ݐ → ∞, ini berarti konsentrasi timbal di habitat darat sudah tidak 
mengalami penambahan limbah elektronik di habitat darat. Berdasarkan hasil numerik pada Gambar 
konsentrasi timbal di habitat darat menuju 3,9647 mg pada saat ݐ → ∞ dan konstan pada titik 
tersebut. Dengan kata lain, terdapat konsentrasi timbal pada habitat darat di kota X. 
2. Laju perubahan konsentrasi timbal di habitat perairan konstan dan menuju suatu titik serta stabil di 
titik tersebut sampai menuju ݐ → ∞, yang berarti bahwa konsentrasi timbal di habitat darat sudah 
tidak mengalami penambahan pada limbah elektronik, dan timbal yang mengalir dari habitat darat 
ke perairan. Hasil numerik yang di peroleh pada Gambar 2 konsentrasi timbal di habitat perairan 
menuju 4,2264 mg, pada saat ݐ → ∞ dan konstan pada titik tersebut, sehingga menyebabkan 
terdapat konsentrasi timbal pada habitat perairan di kota X.  
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3. Laju perubahan konsentrasi timbal di dalam organisme yang hidup di habitat darat konstan 
menujusuatu titik dan stabil di titik tersebut sampai menuju ݐ → ∞, yang berarti bahwa konsentrasi 
timbal dalam organisme yang hidup di darat, sudah tidak lagi menyerap konsentrasi timbal pada 
habitat darat, habitat air, dan organisme yang hidup di air. Hasil numerik yang diperoleh pada 
Gambar 2 konsentrasi timbal di dalam organisme yang hidup di habitat darat menuju 36,9315 mg, 
pada saat ݐ → ∞ dan konstan pada titik tersebut, sehingga menyebabkan terdapat konsentrasi 
timbal, di dalam organisme yang hidup pada habitat darat di kota X. 
4. Laju perubahan konsentrasi timbal di dalam organisme yang hidup di habitat perairan menuju 
3,6374 mg, serta konstan dan stabil di titik tersebut sampai menuju ݐ → ∞, yang berarti bahwa 
konsentrasi timbal di organisme yang hidup di perairan sudah tidak lagi menyerap konsentrasi 
timbal. 
5. Laju perubahan konsentrasi timbal di populasi manusia konstan menuju suatu titik, dan stabil di 
titik tersebut menuju ݐ → ∞. Berarti bahwa konsentrasi timbal di populasi manusia sudah tidak 
lagi menyerap konsentrasi timbal pada habitat darat, habitat perairan, organisme yang hidup di 
darat dan air. Hasil numerik yang diperoleh pada Gambar 2 konsentrasi timbal di populasi manusia 
menuju 48, 4253  mg, pada saat ݐ → ∞, yang menyebabkan terdapat konsentrasi timbal dalam 
populasi manusia di kota X. 
 
PENUTUP 
Kesimpulan dalam penelitian ini adalah model dinamika konsentrasi timbal dari limbah elektronik 
pada lingkungan hidup di sekitar titik ekuilibrium adalah stabil asimtotik. Syarat stabil asimtotik jika 
konsentrasi timbal yang diserap oleh populasi manusia karena memakan organisme di darat lebih 
besar  dari konsentrasi timbal yang diserap oleh organisme di darat karena memangsa organisme di 
air 2 3.b b  Hal ini menunjukkan bahwa dalam jangka waktu 500 bulan, kondisi lingkungan hidup 
masih terkontaminasi timbal dari limbah elektronik. 
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